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Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

Zadanie 1. (0-5)

1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje pojecie wartosci
I. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy odczytuje z wykresu funkcji: dziedzing

1 tworzenie informacji. 1 zbidr wartosci, miejsca zerowe, maksymalne przedziaty,

w ktoérych funkcja ros$nie, maleje, ma staly znak (4.b). Zdajacy
sporzadza wykres funkcji spetniajacej podane warunki (4.c).

Schemat punktowania

ROZWIzZanie Pee .......cciiiiiiiiiiiiiiiiiiriciniicinentiinnsicnsnsicssssicssssesssseesssssessssssssssnes 5p.

Zdajacy zapisze poprawnie zbior wartosci funkcji: <0, +oo).

Rozwigzanie prawie pPelne .........ioviiiiviinisiiniseiinsseicsssnicssnicsssicssssscsssssssssssssssssans 4 p.

Zdajacy zapisze poprawnie wzor funkcji bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej oraz
narysuje wykres funkcji f.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........eeeeieviiisninsiinsennsecssenssnisssencsnen 3p.

Zdajacy
e zapisze poprawnie wzor funkcji bez uzycia symbolu warto$ci bezwzglednej we
wszystkich trzech rozpatrywanych przedziatach
albo
e zapisze poprawnie wzor funkcji bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej w trzech

x—120 x—1<0 [x-1<0
przypadkach: , ,
x+2>0 x+2>0 |x+2<0

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ....ccccverercercssercsssnicssanssssnsesssssesssasssssssssones 2p.

Zdajacy
e zapisze poprawnie wzor funkcji bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej w dwoch
sposrod trzech rozpatrywanych przedziatow
albo
e zapisze poprawnie wzor funkcji bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej w dwoch
o , x—=120 x=1<0 ([x-1<0
sposrod trzech przypadkow: , ,
x+2>0 [x+2>0 [x+2<0

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.
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Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwigzania zadania 1p.
Zdajacy
e poprawnie wyznaczy trzy przedzialy, w ktorych rozpatruje wzor funkcji £ (—eo,—2),
(-2,1), <1,+o<>).
albo

x=120 {x—lZO

e zapisze cztery przypadki, w ktorych rozpatruje wzor funkeji f: , ,
x+2>0 |x+2<0

x—-1<0 |x-1<0
x+2>0 [x+2<0
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia bedy.

Przykladowe rozwiazanie
Wzor funkcji f mozemy zapisa¢ bez uzycia symbolu wartosci bezwzgledne;.
—(x+2
1)Dla x<-2 otrzymujemy f(x) :(x—z)—x+3(—x+1) =—1-x-3x+3=—4x+2.
X+

2)Dla —2<x<1 otrzymujemyf(x):i;—x+3(—x+1):1—x—3x+3:—4x+4.
X+

3) Dla x>1 otrzymujemyf(x)=x—+§—x+3(x—1)=1—x+3x—3:2x—2.
X+

Zatem
—4x+2 dla xe€ (—o0;—-2)
f(x)=1-4x+4 dla xe(-2;1)
2x=2 dla xe(l;+e).

Mozemy narysowa¢ wykres funkcji /.

Zbiorem wartosci funkcji fjest przedzial <O, +oo).
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Zadanie 2. (0-3)

2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy dodaje, odejmuje, mnozy

V. Rozumowanie A .G ) . >
i dzieli wyrazenia wymierne; skraca i rozszerza wyrazenia

1 argumentacja.

wymierne (2.1).

Schemat punktowania

ROZWIQZanie PelNe .......eeiicvvueiiiiiinniiciinnnicniisnniicsissnnicssssssnesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 3p.

Zdajacy przeprowadzi petne rozumowanie.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........ceeevueeneecneennens 2 p.
Zdajacy

o zapisze nieréwnos$¢ w postaci rownowaznej:

2
—_ + —
(¥=y) +a(y=x) >0 lub (x—y)2 +a(y—-x)>0,lub (x—y)2>a(x—y)
x(y+a)
albo
. . , e, , . X+a y+a .
e zapisze, ze wystarczy wykaza¢ prawdziwos¢ nierownosci + > 2, wykazujac

v+a x+a
yv+a

wczesniej prawdziwo$¢ nierdéwnosci — > ,
X Xx+a

albo
e zapisze, ze f'(a)>0 dla kazdego @ >0, a ponadto zbada monotonicznoé¢ funkcji f
1 stwierdzi, ze funkcja f jest rosngca,
albo

+
ey o, okreslonej dla a # —y jest hiperbola,

y+a x
ktorej asymptota poziomg jest, w uktadzie wspoilrzednych aOb, prosta o rdGwnaniu

e zapisze, ze wykresem funkcji f(a)=

p=2-1 , hatomiast asymptota pionowa jest prosta o rOwnaniu a =—) oraz zapisze, ze
X

w przedziale (0,+e0) funkcja f jest rosnaca.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSEEP ....ccccverersrercrsercssnercssnnssssssssssssssssssssssssssssassssens 1p.
Zdajacy
. zapisze nier6wnos¢ w postaci rOwnowazne;j:
x> +ax+y’ +ay—2xy—2ax
x(y+a)
x*=2xy+y*ya(x—y)

>0 lub x* +ax+y" +ay—2xy—2ax>0, lub

albo
o wykaze, ze dla dowolnych liczb 0 < x < y i @ >0 prawdziwa jest nierownosé
P y+a ,
X xX+a
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albo

+ , _
° wyznaczy pochodng funkcji f(a)=x a+Z—2; f(a):_y xz,
y+a x (y+a)
albo
x+a

_1—2 okreslonej dla a # —y jest
y+a x

hiperbola , ktorej asymptota poziomg jest, w uktadzie wspotrzgdnych aOb, prosta

o zapisze, ze wykresem funkcji  f(a)=

o réwnaniu b=2—1 , hatomiast asymptota pionowg jest prosta o rOwnaniu a =—)y .
X

Uwaga

Jezeli zdajacy prowadzi do konca rozumowanie opisane w zamieszczonym ponizej I1I sposobie

. . . - e, LY yta
rozwigzania, pomijajac uzasadnienie prawdziwosci nierownosci — >
X xX+a

, to moze otrzymac

co najwyzej 2 punkty.

Przykladowe rozwiazania

I sposob
Nierownos¢ mozemy przeksztatci¢ w sposob réwnowazny
XA Y 90,
yv+a x
x(x+a)+y(y+a)—2x(y+a)>0
x(y+a) ’
2 2
X +ax+y +ay—2xy—2ax>0’
x(y+a)
(x=y) +a(y-x)
>0.
x(y+a)

Z zalozenia y >0, x>0 i a>0.Zatem y+a>0 i x>0, co oznacza, ze mianownik utamka
stojacego po lewej strony otrzymanej nierdwnosci jest dodatni. Kwadrat (x-— y)2 jest
nieujemny, a z zalozenia x <y wynika, ze y-x>0, wigc a(y—x)>0. Stad licznik

rozwazanego utamka jest dodatni. W rezultacie otrzymana nierdwno$¢ jest prawdziwa.
To konczy dowod.

I spos6b
Z zatozenia wynika,ze y >0, x>0 i a>0.Zatem y+a > 0. Mnozgc obie strony nierownosci

+ . . .
BRI AN przez liczbg dodatnig ( y+ a) X, otrzymujemy
y+a x

x(x+a)+y(y+a)>2x(y+a),
x*+ax+y’ +ay—2xy—2ax>0,
(x—y)2+a(y—x)>0.
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Ta nieréwnos$¢ jest prawdziwa, gdyz (x— y)2 >0 oraz a(y—x)>0, bo z zalozenia x <y

i a>0.To konczy dowod.

11 spos6b

Wykazemy najpierw, ze jezeli licznik 1 mianownik utamka wigekszego od 1 zwigkszymy o te
samg liczbe dodatnig, to otrzymamy ulamek mniejszy od wyjsciowego, gdyz przy zatozeniu,
L1 . L yta y . . . . . L
ze liczby x, y 1 a sa dodatnie, nierownos$¢ a < - jest rownowazna kolejno nieréwnosciom

x(y+a)<y(x+a),
xy+xa<xy+ya,
xa<ya,
X<y

1<X,
X
co jest prawda.
+a . Xx+a x+a +a
Zatem R , WIeC +Z> +y
X x+a y+a x y+a x+a

odwrotnosci jest co najmniej rowna 2. Ta réwno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ta liczba

>2, gdyz suma liczby dodatniej i1 jej

. . . , L yta .
jest 1, co w naszym przypadku nie zachodzi, bo réwnos¢ Yre oznaczataby, ze x =y, co

x+a
jest sprzeczne z zalozeniem x < y .

IV sposéb
_+_
Niech f(a)=x “+2 2 dlaaxo0.
y+a x
I-(y+a)-1-(x+a —
Obliczamy f’(a)= (y+a) E )= J xz,zatem f’(a)>0 dla kazdego a >0, wiec
(v+a) (yv+a

Y

£ jest funkcja rosnaca. Wobec tego jesli a>0,to f(a)> f(0)= R A, P , bo suma liczby
y o x

dodatniej i jej odwrotnosci jest rOwna co najmniej 2.

Uwagi
e, , . X+a y+a . . . L
1. Prawdziwo$¢ nierbwnosci + > 2 mozna tez uzasadni¢, odwotujac sie do
y+a x+a

nierownosci mi¢dzy $rednig arytmetyczng i geometryczng roznych liczb dodatnich

x+a . yta
1—.

y+a x+a

2. Uzasadnienie, ze funkcja f jest rosngca w przedziale <0,+oo) mozemy przeprowadzi¢

bez odwolywania si¢ do rachunku pochodnych. Rozwigzanie moze wygladac
nastepujaco.
Niech x i y beda dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, ze x <y . Rozwazmy

+ . ..
T Y 2 da kazdej liczby rzeczywistej a # —y . Jest

y+a x
to funkcja homograficzna. Zapiszmy jej wzor w postaci kanoniczne;j

funkcje f okreslong wzorem f(a)=
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y+a X y+a x y+a x
Wykresem tej funkcji jest hiperbola, ktorej asymptotg pozioma jest, w uktadzie wspotrzednych
aOb, prosta o rownaniu b :Z—l, natomiast asymptota pionowg jest prosta o rdGwnaniu
X

a=-y. Poniewaz y>x>0, wiec BN 1, co oznacza, ze asymptota pozioma lezy w I 1 II
X

¢wiartce uktadu wspoétrzednych, za§ asymptota pionowa lezy w II 1 III ¢wiartce tego uktadu.

Ponadto x—y <0, wigc hiperbola, ktéra jest wykresem funkcji f jest obrazem hiperboli

0 rOwnaniu bzé, gdzie 4<0, lezacej w II 1 IV ¢wiartce uktadu wspotrzednych, jak na
a

ponizszym rysunku.

|
<

e cccccccccehecccccchoecccccccccccaa]

Wiynika stad, ze w przedziale (— ¥,+e0) funkcja fjest rosngca. W szczegolnoscei jest ona rosnaca

w przedziale <0,+oo). Zatem dla kazdego argumentu a >0 prawdziwa jest nierownos¢
f(a)> f(0).Zauwazmy, ze f(0)= x+0 +2X2=2472 4

+2-252-2=0, gdyzlicsby 2 i £
v+ 0 X y X y X

sa dodatnie, rozne od 1 i jedna z nich jest odwrotno$cig drugie;.

W efekcie dla kazdego argumentu a >0 prawdziwa jest nierdwnos¢

f(a)_x a y

+=-2>0,
y+a x

czyli
x+a

+Z>Z
y+a x
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V sposéb

x+a y . . (e . . .
+=> 2 mozemy przeksztalci¢ w sposdb rownowazny mnozac obustronnie

y+a x

Nierownosé

przez x(y+a),bo z zalozenia x(y+a)jest wigksze od zera. Otrzymujemy
x(x+a)+y(y+a))2x(y+a)
Przeksztatcamy otrzymang nieréwno$¢
X +xa+y +ya) 2xy+2xa,
x*=2xy+y* Y xa—ya,
X =2xy+y*ya(x-y),
(x—y)2 Ya(x—y) .

Z zatozenia x(y i a)0, zatem a(x—y)(0, natomiast kwadrat (x—y) jest dodatni.

W rezultacie otrzymana nierownos$¢ jest prawdziwa. To konczy dowdd.
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Zadanie 3. (0-3)

7. Planimetria. Zdajacy wykorzystuje wtasnosci figur podobnych

. Rozumowani . . L
V. Rozumowanie w zadaniach, w tym umieszczonych w kontekscie praktycznym.

1 argumentacja. (7.b)

Schemat punktowania

ROZWIgzZanie Pelne .........ccoueeicvverinsvnniniseninssnnissnnessnicssnnicsssssssssssssssessssses 3p.
Zdajacy zapisze pelne, poprawne rozumowanie.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zZadania..........ceececvrcnirercnsseicsssencssensssnnscsssssssssnssssnsees 2p.
Zdajacy
e zapisze, ze trojkaty ASM 1 NLC lub trojkaty MKC 1 BTN sa przystajace, nie uzasadni
tego przystawania i uzasadni teze
albo
e zapisze dwie proporcje wynikajace z podobienstwa trojkatow pozwalajace (wraz z
réwnoscia |AP| = |BP| ) wyznaczy¢ zalezno$¢ miedzy dtugos$ciami odcinkow S7'1 4B,
p_a|BT _a

np.: —=
P x b b-x b
albo

e zapisze dwie proporcje wynikajace z twierdzenia Talesa pozwalajace (wraz z rownoscia
|AP| = |BP| ) wyznaczy¢ zalezno$¢ miedzy dlugosciami odcinkéw ST'1 AB, np.:

£:a—pia—q:g
x b—-x b—x x

b

albo
e zapisze dtugosci odcinkow AB, AS 1 BT w zaleznosci od dlugosci odcinkow x = |AM

b

y=|MC| orazkata & w postaci : |4B|=2(x+y)-coser, |AS|=x-cosex,

|BT|:y-cosa,
albo
e narysuje odcinek MZ rownolegly do BC oraz odcinek ZN lub odcinek NZ rownolegty do
AC oraz odcinek MZ, zapisze, ze trojkaty AMZ 1 ZBN sg rownoramienne, ale nie uzasadni,

ze czworokat MZNC jest rGwnolegtobokiem 1 poprawnie uzasadni teze¢
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do calkowitego rozwigzania zadania ...........ccoviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiianiinn 1p.

Zdajacy
e 7zapisze, ze trojkaty ASM i NLC sa przystajace lub trojkaty MKC 1 BTN sa przystajace
albo
e zapisze, ze trojkaty, np. ASM 1 APC s3 podobne lub zapisze proporcje wynikajaca z tego
podobienstwa,
albo

e zapisze proporcj¢ wynikajacg z twierdzenia Talesa, np.: —~=+——,
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albo
e obliczy pole trojkata ADC oraz wysokos¢ CF: P, = 2443 , h=83,
albo

e wyznaczy dtugos¢ odcinka AB w zaleznosci od dtugosci odcinkow x = |AM , V= |MC |
oraz kata o : |AB|2 = (x+y)2 +(x+y)2 —2-(x+y)-(x+y)-cos(180°-2¢),
albo
. . .. |4s)| |BT|
e zapisze dwie zaleznoSci: =Ccos&, ——=COoS,
|AM| BN)|
albo
e narysuje odcinek MZ rownoleglty do BC oraz odcinek ZN lub odcinek NZ roéwnolegly
do AC oraz odcinek MZ

i na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Uwagi

1. Za uzasadnienie przystawania trojkatow prostokatnych np.: ASM i1 NLC uznajemy
a) powotanie si¢ na ceche przystawania kbk, o ile na rysunku nie wystepuja sprzeczne
oznaczenia katoéw,

b) zaznaczenie na rysunku jednej pary odpowiednich katow ostrych w tych trojkatach.

2. W III'1 IV sposobie rozwigzania nie wymagamy uzasadnienia podobiefistwa trdjkatow lub
powotania si¢ na twierdzenie Talesa.

3. Jezeli zdajacy rozpatrzy tylko szczegdlny przypadek, w ktorym punkty M 1 N, sa Srodkami
bokéw AC i BC, to otrzymuje 0 punktéw za cate rozwigzanie.

4. Jezeli zdajacy zaklada, ze trojkat ABC jest rownoboczny i korzysta z tego zatozenia, to za
cate rozwigzanie otrzymuje 0 punktéw.

5. Jezeli zdajacy przedstawia rozwigzanie, w ktorym odwotuje si¢ tylko do argumentow
pozamatematycznych, np. ,,przesuwa” punkty M i N po odcinkach AC i BC z tymi samymi
szybkosciami, to moze otrzymac 1 punkt za zauwazenie, ze rzuty prostokatne na prosta AB
odcinkow rownych, z ktorych jeden lezy na prostej AC, a drugi na prostej BC sg roéwne.

Przykladowe rozwigzania
I sposob (,,przystawanie trojkatow — I”)

Niech P bedzie srodkiem podstawy AB tego trojkata. Poprowadzmy przez punkty M i N
proste rownolegte do podstawy AB trojkata, a ich punkty przecigcia z prosta CP oznaczmy

odpowiednio K i L. Oznaczmy tez x=|AM|=|CN|, y=|MC|, p=|4S|, q=|MK]|, jak na
rysunku.
C
T
Y N
L
M ! ”
X q '
A Pg p T 4 B

Poniewaz trojkat ABC jest rOwnoramienny, wigc |NB| =|MC| =y. Trojkaty ASM 1 NLC sa
AM|=|CN| oraz |«BAC|=|«ABC|=|«LNC| oraz

przystajace, gdyz oba sg prostokatne,
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|« AMS| =90° —|«BAC|=90°—|<LNC| = |«NCL|. Podobnie uzasadniamy, ze trojkaty MKC
1 BTN sa przystajace.
Zatem
|PT|=|LN|=|4S|= p oraz |SP|=|MK|=|TB|=¢q.
Stad wynika, ze
|ST|=|SP|+|PT|=q+p="%-(2p+2q)=1%-|4B|.

11 sposob (,,przystawanie trojkatow — II”)
Niech P bedzie srodkiem podstawy AB tego trojkata. Poprowadzmy przez punkt N prosta
réwnolegla do podstawy AB trdjkata, a punkt jej przecigcia z prosta CP oznaczmy przez L.

, p=|4s

Oznaczmy tez x = |AM | = |CN

, jak na rysunku.

Y

A Py P T B

AM|=|CN|,
|«<BAC|=|<«ABC|=|<LNC| oraz |«AMS|=90°—|«BAC|=90°—|«LNC|=|<NCL|.

Stad wynika, ze |PT|=|LN|=|4S|=p.

Tréjkaty ASM 1 NLC sg przystajace, gdyz oba sg prostokatne,

Poniewaz trojkat ABC jest rownoramienny, wigc |AP| = |BP| .
Stad wynika, ze

|ST| = |SP|+|PT|=(|4P|- p)+ p =|AP|=%-|4B).
Uwaga

Analogiczne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢, wychodzac od pary trojkatéw
przystajacych MKC i BTN (oznaczenia jak w I sposobie oceniania).

11T sposéb (,,podobienstwo trojkatow’)
Niech P bedzie srodkiem podstawy AB tego trojkata. Oznaczmy tez x=|AM |=|CN

b=|AC|=|BC|, a=|4P

b

, jak na rysunku.

Poniewaz P jest spodkiem wysokosci trojkata rownoramiennego, wiec |BP| = |AP| =a.

Trojkaty ASM 1 APC sg podobne na mocy cechy kkk , poniewaz obydwa sa trojkatami
prostokatnymi (odcinki SM i PC sa rownolegte), a kat PAC jest katem wspdlnym obu
trojkatow. Stad wynika, ze
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|AS| _ |AP|

il N
|AM| T

Stad p :%. Zatem |SP| :|AP|—p = a—%.
Poniewaz NT || CP ikat CBP jest katem wspolnym, wiec na mocy cechy kkk trojkat BTN
jest podobny do trojkata BPC . Stad wynika, ze

|BT||BP| |Bﬂ

czyli =4
|BN| Thox b
Stad |BT|=a(b_x),wie;c |PT|=|BP|—|BT|=a— a(b- )_“b“’b”":ﬂ.
b b b b
Zatem
|ST|=|SP|+|PT|=a—=+% =a=1|48].
b b 2

To konczy dowod.

IV sposob (,,twierdzenia Talesa”)
Niech P bedzie srodkiem podstawy AB tego trojkata. Oznaczmy tez x=|AM |:|CN

:|AC|:

A Ps p 1T, B
Poniewaz trojkat ABC jest rOwnoramienny, a P jest spodkiem jego wysokosci, wigc
|BN|=|MC|=b-x i |BP|=|4P|=
Z twierdzenia Talesa otrzymujemy
|4S| |sP| |BT| _|PT]|
—=-—-o0raz .— =1—-
|aM|  |MC| |BN| |NC

3

czyli

A . .

x b-x b—-x «x
Stad

pb— px =ax— px oraz ax—gx=bg—qgx,
=X oraz g=&

Py AT

Zatem

ax ax

|ST| |SP| |PT| a—-p+q= a—?+?: :%|AB|.

To konczy dowod.
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V sposéb (,,trygonometria”)
Oznaczmy o = |<IBAC| = |<):ABC

, x=|AM|=|CN

, y=|MC

, 2a=|AP

, jak na rysunku.

Wiedy |NB|=|BC|—x=|AC|-x=y oraz |«ACB|=180°-2a.
Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata 4ABC otrzymujemy
|4B|" =|AC[ +|BC| —2-|AC]|BC]-cos(180°-2¢) ,
|4B| = (x+y) +(x+y) =2-(x+y)-(x+y) cos(180°-2e),
|AB|2 :2(x+y)2 +2~(x+y)2 -cos2u,
|4B]" =2(x+y)’ (1+cos’ a—sin’ ),
|AB|2 =4(x+y) -cos’.
Stad
|4B|=2(x+y)-cosax.

Z trojkatéw ASM 1 BTN otrzymujemy

|AS| |BT|
——— = COS & Oraz

|AM]| BN~ %
|45 |BT|
— =COoS( oraz —— =Cos (.
X y
Stad
|AS|=x-c0sa oraz |BT|=y-cosa.
Zatem

|ST|=|AB|—|AS|—|BT|=2(x+y)-cosa—x-cosa—y-cosaz(x+y)-cosoc=%-|AB|.

To konczy dowod.

VI sposob (,,trojkaty rownoramienne”™)
Narysujmy odcinek MZ rownolegly do prostej BC taki, ze koniec Z tego odcinka lezy na

podstawie AB trojkata ABC oraz odcinek NZ. Oznaczmy tez x=|AM |=|CN , y=|MC
p=|4S|, q=|TB

b

, jak na rysunku.
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Wtedy katy odpowiadajace AZM i1 ABC sa rowne. To oznacza, ze trojkat AZM jest
réwnoramienny. Stad wynika, Ze |MZ|=|AM |=|CN|=x. Zatem czworokat MZNC jest
rownoleglobokiem (jego boki MZ i CN sa rdwnolegle 1 maja réwne dhugosci), co oznacza, ze
|ZN | = |MC | =y .To zkolei oznacza, ze trojkat ZBN jest rtOwnoramienny. Punkty S'1 7"to spodki
wysokosci trojkatow rownoramiennych, wigc

|4S|=|SZ| = p oraz |ZT|=|TB|=4q.

Stad
|ST|=|SP|+|PT|=q+ p=7%(2p+2q)=75|4B].

To konczy dowod.
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Zadanie 4. (0-5)

5. Ciagi liczbowe. Zdajacy stosuje wzory na n-ty wyraz i sume
III. Modelowanie n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego i ciaggu
matematyczne. geometrycznego, rowniez umieszczone w kontekscie
praktycznym (5.c).

Schemat punktowania

ROZWIQZanie PelnNe ........oiouiiiiviiiiviiniseninnsniinnnniinssiessnicsssicssssicssssssssssesssssssssssosssssssssssssnss Sp.
Zdajacy wyznaczy szukang trojke liczb: a =25, b=10, c=4.
Rozwigzanie prawie Pelne .........iioviiniviininiininncnsnnninssnicssssiesssicssssicsssssssssssssssssssssssssans 4 p.
Zdajacy

e obliczy poprawnie dwie trojki liczb a, b, ¢ 1 nie uwzgledni warunku, Ze ciag

(a+1,b+5,c) musi by¢ arytmetyczny i malejacy

albo

e obliczy poprawnie dwie trojki liczb a, b, ¢ i uwzgledni warunek, ze ciag (a+1,b+5,¢)

jest arytmetyczny 1 malejacy, 1 poda konsekwentng odpowiedz, ale w trakcie
rozwigzania popetnia bledy rachunkowe.
Uwaga
Jesli zdajacy rozwigze rownanie kwadratowe z jedng niewiadoma i na tym poprzestanie, lub
w dalszej czesci rozwigzania popelnia bledy rzeczowe, to otrzymuje 3 punkty.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........uceveeeueinnecnnnennnen. 3p.
Zdajacy zapisze rownanie z jedna niewiadoma, np.: 100=a(29—a)

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSLEP ...c.cccveevverireiiserssuinsenssnncsecsssnsssnsssssessnsssnenns 2 p.

Zdajacy wykorzysta wtasno$¢ ciggu geometrycznego i wlasnos$¢ ciggu arytmetycznego

. . +1+
i zapisze np.: b> =ac i b+5=" 5 ‘,

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania 1p.

Zdajacy
e wykorzysta wlasno$¢ ciggu geometrycznego i zapisze np.: b”> = ac
albo
a+l+c

e wykorzysta wlasno$¢ ciggu arytmetycznego i zapisze np.: b+5=

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Przykladowe rozwigzanie

Z wlasno$ci ciggu geometrycznego otrzymujemy
b’ =ac.

Z wlasno$ci ciggu arytmetycznego otrzymujemy

b+5:a+1+c,
2

2b+9=a+c.
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Stad i z réwnania a+b+c =39 otrzymujemy
b+2b+9=39,
3b=30,
b=10.
Zatem a+c =29 oraz 100=ac. Z pierwszego z tych réwnan dostajemy ¢ =29 —a. Stad
1 z drugiego rdwnania otrzymujemy réwnanie z jedng niewiadoma a
100=0a(29-a),
a’—29a+100=0,
(a—4)(a-25)=0,
a=4lub a=25.
Gdy a=4,to c=29—a=25. Wowczas ciag (a+1,b+5,¢) ma posta¢ (5,15,25). Nie jest to
jednak cigg malejacy.
Gdy a=25,t0 ¢=29—-a=4. Wowczas ciag (a+1,b+5,c) ma postaé (26,15,4). Jest to
malejacy ciag arytmetyczny.
Zatem: a=25, b=10, c=4.

Strona 16 z 42



B Arkusze do pobrania: Arkuszmaturalny.pl

B Ksigzki do matury: Sl

Zadanie 5. (0-6)

8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy rozwiazuje
zadania dotyczace wzajemnego potozenia prostej 1 okregu, oraz
dwoch okregdw na plaszczyznie kartezjanskiej (R8.b).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Schemat punktowania

I. Rozwiazanie z wykorzystaniem odleglo$ci Srodkow okregow stycznych
Rozwigzanie sktada si¢ z trzech etapow:

Pierwszy etap polega na wyznaczeniu $rodkéw i promieni obu podanych okregdéw oraz
ustaleniu warunkow ogolnych ich potozenia wzgledem siebie.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 2 punkty.

Drugi etap polega na wyznaczeniu rownania z jedng niewiadoma, ktora opisuje warunek
styczno$ci zewnetrznej 1 rozwigzanie tego rOwnania.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 2 punkty.

Trzeci etap polega na wyznaczeniu rdwnania z jedng niewiadoma, ktora opisuje warunek
stycznos$ci wewnetrznej i rozwigzanie tego rownania.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 2 punkty.

Uwaga
Etapy drugi i trzeci oceniane sg niezaleznie od siebie.

Podzial punktéw za pierwszy etap rozwigzania:
Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy:
zapisze wspotrzedne srodkow i promienie obu okregdw:
S, =(6,4),n=3 oraz S, =(a,-2), =9

oraz
zapisze warunki stycznosci obu okregéw w dwoch przypadkach:
|S152|= n+r, |S1S2|= r,—n.

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy:

e zauwazy i zapisze, ze sg dwa przypadki stycznosci okregow, tj. stycznos$¢ zewnetrzng

1 wewnetrzng

albo

e wyznaczy wspotrzedne srodkow okrggdw i1 obliczy promienie obu okregdw.

Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania:
Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy zapisze rGwnanie:
(a-6)"+6> =12
i wyznaczy jego rozwigzania: a = 6(1 +\/§) oraz a= 6(1 _\/5) .
Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy zapisze rownanie:
(a—6)" +6* =12,
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Podziat punktow za trzeci etap rozwigzania:

Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy zapisze rOwnanie:
(a-6)" +6 =6

1 wyznaczy jego rozwigzanie: a =6 .

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy zapisze rownanie:

J(@—6)+6>=6.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy prowadzi poprawne rozumowanie na kazdym etapie rozwigzania zadania
1 rozwigzuje zadanie do konca, ale popetnia jedynie bledy rachunkowe, to moze
otrzymac co najwyzej 5 punktow, o ile popeinione btedy nie utatwiajg rozwazanego
zagadnienia na zadnym etapie rozwigzania.

2. Jezeli zdajacy prowadzi poprawne rozumowanie na kazdym etapie rozwigzania zadania,
rozwigzuje zadanie do konca 1 jedynym biedem, ktory jednak nie utatwia rozwigzania
zadania na zadnym etapie rozwigzania, jest blad, polegajacy na:

a) niepoprawnym wyznaczeniu promieni okregow lub wspotrzednych ich
srodkow, to zdajacy otrzymuje co najwyzej 4 punkty;

b) zastosowaniu niepoprawnej metody wyznaczania odlegtosci srodkow okregow,
to zdajacy otrzymuje co najwyzej 4 punkty;

c) zastosowaniu  niepoprawnego  wzoru  ,\a’ +b’ =Ja2+p* 7 b
»(ath)’ =a®+b*”, to zdajacy otrzymuje co najwyzej 4 punkty.

3. Jezeli zdajacy sporzadzi poprawng ilustracj¢ graficzng i na tej podstawie zapisze, ze
dla @ =6 podane okregi sa styczne wewnetrznie i na tym zakonczy, to otrzymuje

2 punkty.

4. Jezeli zdajacy rozwaza tylko jeden przypadek styczno$ci okregow i w tym przypadku
rozwigze zadanie do konca, popetniajac jeden btad opisany w uwadze 2., to otrzymuje
co najwyzej 2 punkty.

II. Rozwiazanie z wykorzystaniem wspolnej stycznej lub rownania kwadratowego
Z parametrem

Zdajacy otrzymuje 6 punktéw, gdy wyznaczy wszystkie warto$ci parametru a:
a=61lub a=6+63 lub a=6-6+3.

Zdajacy otrzymuje S5 punktow, gdy wyznaczy tylko jedno z rozwigzan rownania z jedng
niewiadoma a zapisze rownanie kwadratowe z niewiadoma a, np.: a =6

Zdajacy otrzymuje 4 punkty, gdy zapisze rownanie wielomianowe z niewiadomg a:
(a>~12a)" =9(4a> ~ 484 +288) lub

#(a* —6a° ~72a+864) —4-4(a* ~12a+72)-(a* ~144a> +9072) = 0.
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Zdajacy otrzymuje 3 punkty, gdy
(12-24)-6+12-4+a> -120| \

12-2a)’ +122
J(12-2a)

e zapisze roOwnanie z niewiadomg a:

albo
e zapisze rownanie kwadratowe z jedng niewiadoma x (lub y) i parametrem a oraz
zapisze, ze rbwnanie to musi mie¢ jedno rozwigzanie, np.:

2
2 1 1,2 1 1 2 — —
2 +((1-La)x+10- L @) —12x-8((1-La)x+10- 5 a*)+43=0 oraz A=0.
Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy
e zapisze réwnanie prostej (12—2a)x+12y+a’—120=0 oraz zapisze wspolrzedne
srodka i promien jednego z okregdéw oraz zapisze, ze okregi maja doktadnie jeden punkt
wspolny, gdy odlegtos¢ srodka jednego okrggu od wspdlnej stycznej tych okregow jest
rOwna promieniowi tego okregu

albo
e zapisze roéwnanie z jedng niewiadoma x (lub y) 1 parametrem a, np.:

X +((1—%a)x+10—%a2)2 —12x—8((1—%a)x+10—%a2)+43=0.

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy
e zapisze réwnanie prostej (12—2a)x+12y+a’*-120=0
albo
e zapisze wspotrzedne $rodka i1 promien jednego z okrggdw oraz zapisze, ze okrggi maja
doktadnie jeden punkt wspdlny, gdy odlegtos¢ srodka jednego okregu od wspolnej
stycznej tych okregow jest rOwna promieniowi tego okregu.

Uwaga

Jezeli zdajacy zapisze rOwnanie prostej, bedacej osig potegowa okregow i traktuje to rOwnanie
jak rownanie kwadratowe zmiennej a, a nast¢gpnie wyznacza konkretne wartosci x, y, a,
sprawdza dla wyznaczonych wartos$ci prawdziwos$¢ réwnania osi potggowej okregow i podaje
jedno z rozwigzan zadania, to otrzymuje 3 punkty.

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Okrag o rownaniu x° + y> —12x—8y+43=0 ma $rodek punkcie S, = (6,4) i promien 7 =3,
a okrag o rownaniu X +)°—2ax+4y+a’—-77=0 ma $rodek w punkcie S, = (a,-2)
ipromien 7, =9 . Poniewaz te okregi maja doktadnie jeden punkt wspdlny, wigc odlegtosé
pomig¢dzy srodkami okregow jest rOwna sumie promieni lub roznicy promieni:
|S1Sz| =rn+r, lub |S,Sz| =r-rn

Otrzymujemy zatem rownania

(a=6)"+6 =12 lub /(a—6) +6> =6
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Zatem
(a—6)"=108 lub (a—6)" =0

Rownanie (a - 6)2 =108 ma dwa rozwigzania: a = 6(1 + \/5) oraz a= 6(1—\/5) , natomiast
rownanie (a - 6)2 =0 ma jedno rozwigzanie a=6. Zatem podane okregi sa styczne
zewngtrznie dla a= 6(1+\/§ ) lub dla a= 6(1 NE) ) , natomiast sg okregami stycznymi

wewnetrznie dla a=6 .

I sposo6b (wspdlna styczna)
Okrag o rownaniu x° +)° —=12x—8y+43=0 ma $rodek S, = (6,4) ipromien 7 =3, a okrag
o rownaniu x° + )’ —2ax+4y+a’ —77=0 ma érodek S, = (a,~2) ipromien 7, =9 .
Okregi te majg rozne promienie, wigc te okregi majg doktadnie jeden punkt wspolny wtedy
1 tylko wtedy, gdy maja doktadnie jedng wspolng styczng. Tak jest wtedy i tylko wtedy, gdy
odleglos¢ srodka jednego z tych okregdw od tej stycznej jest rtowna promieniowi tego okregu.
Jesli te¢ wspolng styczng oznaczymy przez k, to wtedy mamy
odl (S,,k)=3.
Odejmujac stronami rownania okregdw otrzymujemy
(12—2a)x+12y+a2 -120=0.

Jest to rownanie wspolnej osi potegowej tych okregow. Jesli teraz istnieja takie wartoSci
parametru a, dla ktorych spelniony jest warunek odl(S,,k)=3, to wtedy ta o$ potggowa jest
jednoczesnie wspdlna styczng tych okrggdéw. Otrzymujemy zatem rdwnanie

(12-2a)-6+12-4+a” ~120|

J(12-2a) +12°
\az —12a\ —3J4a® —484a + 288 .

Obie strony tego rownania sg nieujemne, wiec podnoszac je do kwadratu otrzymujemy
réwnanie rownowazne

9

(a*~12a)" =9(4a* — 484 +288),

a*—24a’ +144a* =36a* —432a+2592,
a*—24a’ +1084" +432a-2592=0,
a' —12a’ +36a” —12a’ +144a” —432a—72a” +864a—2592 =0,
a’(a* —12a+36)—12a(a’ —12a+36)-72(a’ —=12a+36) =0,

(a’—12a-72)(a* —12a+36)=0,
(a*-12a+36-108)(a—6) =0,
((a=6)"=36-3)(a—6)" =0,
(a=6-6v3)(a=6+6v3)(a=6)" =0.

Stad
a=6+63 lub a=6-63 lub a=6.
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11 sposéb (rownanie kwadratowe z parametrem)
Okrag o rownaniu x° +y° —12x—8y+43=0 ma érodek S, =(6,4) ipromiefn r =3,a okrag
o rownaniu x° +y° —2ax+4y+a’ —77=0 ma $rodek S, =(a,-2) ipromien r, =9.
Okregi te majg rozne promienie, wigc te okregi majg doktadnie jeden punkt wspolny wtedy
1 tylko wtedy, gdy uktad rownan
X+ —12x-8y+43=0 i X’ + )y’ —2ax+4y+a’ -77=0
ma doktadnie jedno rozwigzanie. Stad otrzymujemy kolejno
(12—2a)x+12y+a*-120=0i x>+’ —=12x—8y+43=0
y= (1—%a)x+10—%a2i X'+ —12x—8y+43=0.
Stad otrzymujemy réwnanie z niewiadoma x 1 parametrem a
2
2 1 1,2 1 1 2 —
*+((1-$a)x+10-k @) —12x-8((1-ta)x +10-5 | +43=0,
4(a’—12a+72)x* —4(a’ —6a’ —72a+864) x+a' —144a° +9072=0.
Poniewaz a’—12a+72=(a —6)2 +36>0 dla kazdego a, wiec rownanie jest kwadratowe.

Zatem uktad réwnan ma doktadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy to rGwnanie ma
doktadnie jedno rozwigzanie, a tak jest wtedy i tylko wtedy, gdy wyroznik trojmianu

kwadratowego 4(a2 —12a +72)x2 —4(a3 —6a’—172a +864)x+a4 —144a*> +9072  jest
rowny 0. Otrzymujemy wigc roOwnanie
2( 3 2 2 2 4 2
4 (a’ —6a” ~72a+864) —4-4(a’ —12a+72)-(a* —144a” +9072) =0,
(a*—6a> ~72a+864) —(a* ~12a+72)-(a* ~144a> +9072) = 0,

—36a* +864a” —38884° —15552a+93312=0,
—36a" +864a’ —38884° —15552a+93312=0,
a' —24a’ +108a° +432a-2592=0,
a* —12a* +36a* —12a° +144a* —432a —72a* +864a—2592 =0,
a*(a* —12a+36)—12a(a’ —12a+36)-72(a’ —12a+36) =0,

(a’—12a-72)(a’ —12a+36)=0,
(a*~12a+36-108)(a—6)" =0,
((a=6)"=36-3)(a—6)" =0,
(a=6-6v3)(a=6+6v3)(a—6)" =0.

Stad
a=6+6\/§ lub a=6—6\/§ Iub a=6.
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2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy wykonuje dzielenie
wielomianu przez dwumian x — a; stosuje twierdzenie o reszcie
z dzielenia wielomianu przez dwumian x — a (R2.b).

3. Rownania 1 nierdwnosci. Zdajacy rozwigzuje rOwnania

1 nierownosci wielomianowe (R3.¢).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Schemat punktowania

Rozwigzanie pelne .........ueicevveeiiciiivnniicsisnnnicsssnnicssssnnnesssssnssesssssssesssssssssssans 5p.
Zdajacy wyznaczy miejsca zerowe: 2, —3, —%.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
POPTraWNOSCI FOZWIGZANIA vecevveierrrercssanisssanesssanesssanesssssesssassssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssssssssassss 4 p.

Zdajacy wyznaczy szukang warto$¢ m: m=1.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania..........ceeeecvercnirerccssnncssencssencssnscsssnssssssssssasees 3p.

Zdajacy rozwiaze jedno z otrzymanych réwnan stopnia trzeciego z jedna niewiadomg m: np.

rownanie 4m’ —4m =0 ma trzy rozwigzania: m=0, m=1, m=-1,

-1-13 . Vi3
2 0

2

rownanie m’ —4m+3 =0 ma trzy rozwigzania: m=1, m =
i na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP ....cccvverecsrercssnrcssnrsssanesssssessssessssssssssssssnssssansses 2p.
Zdajacy zapisze dwa rdwnania z niewiadoma m:

2.2 +(m +2)- 2 =11-2-2(2m+1) =0 i 2:(=1) +(m’ +2) (1) =11-(=1)=2(2m +1) =6
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZANIA «oeeuveerenrerenssensanssenssnssuessessasssssssssssessasssssssessssssssssessassssssassssssssssssssassssssassssssasssasss 1p.
Zdajacy
e zapisze warunek W (2)=0 lub rownanie 2-2° +(m3 +2)-22 —-11-2-2(2m+1)=0
albo
e zapisze warunek ¥ (—1)=6 lub rownanie
2:(=1) +(m’ +2)-(-1)" =11-(-1)-2(2m+1) =6
i na tym zakonczy lub dalej popeinia biedy.
Przykladowe rozwiazanie
Z twierdzenie Bezoute’a wynika, ze W (2)=0, czyli
2:2°+(m*+2)-2° =11-2-2(2m+1) =0,
16+4m’ +8-22—-4m-2=0,
4m* —4m =0,
4m(m* -1)=0,
4m(m—-1)(m+1)=0,

m=0lub m=1Ilub m=-1.
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Z twierdzenia o reszcie z dzielenie wielomianu przez dwumian liniowy otrzymujemy
W(-1)=6,czyli
2:(=1) +(m’ +2)-(-1)" = 11:(-1)-2(2m+1) =6,
24+m’+2+11-4m-2=6,
m’ —4m+3=0.
Jednym z rozwiazan tego rownania jest m =1, gdyz I’ —4-1+3 =0 . Zatem wielomian
P(m)= m’ —4m+3 jest podzielny przez m—1. Dzielenie to wykonamy przy pomocy

algorytmu Hornera

Zatem P(m)=(m—1) (m2 +m— 3) . Pozostate pierwiastki wielomianu P to pierwiastki

trojmianu kwadratowego m” +m —3. Obliczmy te pierwiastki
A=1>-4.1-(-3)=13, JA =13

~1-413 ~1+4/13
m=——-,m,=——.
2 2
Zatem jest tylko jedna szukana warto$¢ m=1.
Dla m =1 wielomian W (x) przyjmuje postac:
2x +3x> =11x—6.

Szukamy pierwiastkow tego wielomianu stosujac dzielenie przez dwumian x-—2
1 otrzymujemy:

W(x)= ()c—2)(2)c2 +7x+3).

Rozktadamy wielomian na czynniki stopnia pierwszego: 2(x—2)(x+3) (x + %) :

Miejscami zerowymi sg: 2, —3, — %

Uwaga
Nie musimy rozwigzywaé¢ obu otrzymanych rownan. Po rozwigzaniu pierwszego z nich
wystarczy sprawdzi¢, ktora z wyznaczonych wartosci m jest rozwigzaniem drugiego rOwnania.

Poniewaz 0° —4-0+3=3#0, wiecc m=0 nie jest poszukiwang wartoscig m.
Poniewaz 1° —4-1+3 =0, wiec dla m =1 spelnione sg wszystkie warunki zadania.
Poniewaz (—1)3 —4-(-1)+3=8#0, wigc m=0 nie jest poszukiwang warto$cig m.
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Zadanie 7. (0—4)

II. Wykorzystanie

- . 6. Trygonometria. Zdajacy rozwiazuje rOwnania 1 nier0wnosci
i interpretowanie rye )3cy azuj

reprezentacii. trygonometryczne (R6.¢).
Schemat punktowania
Rozwigzanie pelne .........eeicceveericiivsnniicsissnnicnsssniecssssnnnesssssnnscssssssessssssssssans 4 p.
Zdajacy wyznaczy wszystkie rozwigzania rOwnania w podanym przedziale:
x=01lub x=n,lub x=2m, lub x:%, lub xz%.
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zZadania.........cceececvercnnsercnsseicsssencssencssnnscsssnssssssssssasees 3p.

Zdajacy
e rozwigze jedno z réwnan sinx =0 lub sinx = —% w przedziale <0, 27r>
albo
e wyznaczy wszystkie rozwigzania rownan sinx=0 1 sinx = —% w zbiorze R.

Rozwigzanie, w KtOrym postep Jest iStONY .....ccocverervercssricssanesssaressssnsssserssssssssssssssasssssases 2p.

Zdajacy zapisze alternatywe dwoch rownan trygonometrycznych

sinx=0 lub sinx=—%

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
pelnego rozwigzania Zadania ..........cceeeicciisnnicnissnniessssnnecsssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1p.
Zdajacy zapisze podane rOwnanie w postaci, w ktorej wystepuje tylko jedna funkcja
trygonometryczna tego samego argumentu, np. 1—2sin” x =sin x+1

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy popehit blad przy rozwigzywaniu réwnania kwadratowego i otrzymat
roOwnanie sprzeczne lub rownanie, ktorego wszystkie rozwigzania sa spoza przedziatu

<—1, 1> , to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.
2. Jezeli zdajacy popehit btad przy rozwigzywaniu rownania kwadratowego i otrzymat
réwnanie, ktore ma tylko jedno rozwigzanie z przedziatu <—1,1>, to moze otrzymac co

najwyzej 2 punkty.
3. Jezeli zdajacy popetil blad przy rozwiazywaniu roéwnania kwadratowego 1 otrzymat
réwnanie, ktére ma dwa rozwigzania z przedzialu <—1,1> , przy czym co najmniej jedno

z nich jest z przedziatu (—1,1), to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty

4. Jezeli zdajacy poda rozwigzanie bez stosownego uzasadnienia, to otrzymuje 0 punktow.
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Zadanie 8. (0—4)

7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w figurach

IV. Uzycie i tworzenie ! 4 . A :
ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusow 1 twierdzenia

strategii. cosinusow (R7.d).

Schemat punktowania

ROZWIgZanie Pelne ........ocoeiiiiviiiiveiinisiinisnninsnnninssnncssnicsssicssssisssssesssssssssssesssssssssssssanss 4 p.

Zdajacy obliczy obwod trojkata ABC: L 5~ =120.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........eeeeeeiinvvniinvnicssnicssneicssnnccsssncssnnnes 3p.

Zdajacy zapisze rOwnanie wymierne z jedng niewiadoma a, np.:
1 , 49

a2=256+a2+12a+36—2-16-(a+6)-— lub a =—-, lub l=z, lub
2 (1) 7 a
7
a2=(8\/§)2+(a—2)2,lubazz(\/192)2+(a—2)2,lub162-a+a2~6:(a+6)(142+a-6),lub
48a” =49(a> ~49), lub 49(1—4—?j:48, wb 94— My 2T
a W3, 43l 142
7 7 7
2 2 2 2a2—142 2
16" =(a+6) +a’=2-(a+6)-a-=———, lub (a+11)(a=5)-5-11=(243+43a) .
a
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POStEP ......cccceevieiveinsensrenssnicssercsuncsessssecssessnsns 2p.

Zdajacy

| —

e obliczy cosar=— oraz zapisze rOwnanie wynikajace z twierdzenia cosinusow dla

NN

trojkata ABC: a*> =16 +(a+6)" —2-16-(a+6)-cosc

albo

e obliczy cosw= - oraz zapisze rOwnanie wynikajace z twierdzenia cosinusow dla

trojkata BCD, np.: 14> =a’ +a” —2-a-a-cos(180°—2®) lub
a*=a*>+14> -2 -14a-cos @ ,
albo

e obliczy sinw = ﬂoraz sin (180°—2w) =2- 4£-l,
7 7 7
albo
e obliczy cosw= 1 oraz zapisze rOwnanie wynikajace z definicji cosinusa w trojkacie
[ED)

a

BCD: cosw=
albo

Strona 25 z 42



B Arkusze do pobrania: Arkuszmaturalny.pl

Ksigzki do matury: Sl

)
By
gy

albo

albo

albo

albo

albo

obliczy |AF|=8,
|BF|=a-2,

CF | =83 oraz wyznaczy dtugos¢ odcinka BF w zaleznosci od a:

obliczy pole trojkata ADC , wyznaczy pole trojkata BCD w zaleznosci od a oraz
wyznaczy stosunek pol trojkatéw ADC i BCD w zaleznosci od a: P, = 243 ,

P 6
Pyep =7Va’-49 5 ;DC =,

acp 4

43

zapisze rOwnanie pierwiastkowe z niewiadomg a: g = ———,
7 49
— ==
a a

obliczy pole trojkata ADC, wysokos¢ CF oraz dhugo$é odcinka DF: P, =243 ,
|CF|=83, |DF|=2,

zapisze uktad rownan z dwiema niewiadomymi a i cos f :

16> =(a+6)" +a*—2-(a+6)-a-cos i 14 =a’+a* —2-a-a-cos 3,

obliczy pole trojkata ADC oraz wyznaczy pola trojkatow ABC 1 BCD w zaleznosci od a:
Ppe =243, P = J(a+11)(a=5)-511, P, =1-8J3.a

i na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania 1p.

Zdajacy

albo

albo

albo

albo

1
obliczy cosor = >

zapisze rOéwnanie wynikajace z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC:
@’ =16"+(a+6)" —2-16-(a+6)-cosex lub 16> =(a+6)" +a>—2-(a+6)-a-cos 3,

1
obliczy 0055:—7 lub cosa)=%,

o |ED| 7
zapisze, ze cos@=——lub cosw=—,
a a

zapisze uktad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi:
16> = h* +(x+6)" oraz 14> = h* +x*,
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albo
e obliczy pole tréjkata ADC 1 wyznaczy pole trojkata BCD w zaleznosci od a — dtugosci

boku BC: Py =243, Py, =7\Na’—49,

albo
e obliczy pole trojkata ADC 1 wyznaczy pola trojkatow ABC 1 BCD w zaleznosci od a —
1 .
dhugosci boku BC oraz sin B : Py =243, P, =5 (a+6)-a-sinf,
Pyop :%ﬂ-a-sinﬁ,
albo
e obliczy pole trojkata ADC oraz wysokos¢ CF: P, = 243 , |CF | =83,
albo

e zapisze rOwnanie wynikajace z twierdzenia cosinusow dla trojkata BCD:
14 =a’+a*=2-a-a-cos f
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy realizuje strategi¢ rozwigzania i popetnia jedynie btedy rachunkowe, to moze
otrzyma¢ 3 punkty, o ile popelnione bledy nie utatwiajg rozwazanego zagadnienia na
zadnym etapie rozwigzania.

2. Jezeli zdajacy pominie wspotczynnik 5 we wzorze na pole trojkata, to moze otrzymac

3 punkty za rozwigzanie zadania konsekwentnie do konca.
3.Jezeli zdajacy realizuje strategi¢ rozwigzania i jedynym btedem, ktory jednak nie utatwia
rozwazania zagadnienia na zadnym etapie rozwigzania, jest blad, polegajacy na
niepoprawnym zastosowaniu:
a) twierdzenia cosinusOw lub twierdzenia sinusow, lub niewlasciwym podstawieniu do
wzoru z tego twierdzenia,
b) definicji funkcji trygonometrycznej,
¢) wzoru Herona,
d) twierdzenia Pitagorasa,
e) wzoru redukcyjnego,
f) wzoru na pole trojkata z sinusem kata miedzy bokami,
g) twierdzenia Stewarta,

h)wzoru,,\/az—bz=\/a72—\/b72”1ub,,(a+b)2:a2+b2”,

to zdajacy otrzymuje co najwyzej 2 punkty za rozwigzanie calego zadania.
4. Jezeli zdajacy realizuje strategi¢ rozwigzania, i popetnia jeden btad, wymieniony
w uwadze 3., a ponadto popeinia bledy rachunkowe, to otrzymuje 1 punkt.
5. Jezeli zdajacy stosuje przyblizenia funkcji trygonometrycznych i tym samym zmienia aspekt
rozwazanego zagadnienia, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.
6. Jezeli zdajacy zaklada, Ze kat CAD ma miar¢ 60 stopni, to moze uzyskac jedynie punkty za
te czg$ci rozwigzania, w ktorych nie korzysta z tego nieuprawnionego zatozenia.

Strona 27 z 42



B Arkusze do pobrania: Arkuszmaturalny.pl

omatura

I

¥ Ksigzki do matury: Skle

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
C
a
16
14
a
A 6 D a

Z twierdzenia cosinusoéw dla trojkata ADC otrzymujemy
14> =16"+6"—2-16-6-cos .

Stad
16°+6° 14> 1
cosgg=———=—.
2-16-6 2
Zatem o =60°.
Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC otrzymujemy

a’> =16*+(a+6)" =2-16-(a+6) -cosa,

a’ =256+a’ +12a+36—2-16-(a+6)-%,
4a=196,
a=49.
Obwaod trojkata ABC jest rowny
L,-=16+6+2-49=120.

I spos6b
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
C
a
16
14
Sl@
A4 6 D a

Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata ADC otrzymujemy
16> =14 +6—2-14-6-cos? .
Stad
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Zatem

cosa):cos(180°—6)=—cos§z—(—%):

Z twierdzenia cosinusoéw dla trojkata BCD otrzymujemy
14 =a*+a’-2-a-a-cos(180°-2w),
196 =24’ (1+cos2w),
) 98 98 49 49

=——=49", a=49

a = = =
l+cos2@w 1+2cos’w—1 cos*w (%)

albo
2

a :a2+142—2-14a-cosa),
1
28a~7=196, a=49,

albo z twierdzenia sinusoOw otrzymujemy

a 14
sinw  sin(180°-2w)
sin (180° —2®) = sin 2= 2sin @- cos ®
_, 427 3 2427

21 21 441
a 14

w7, 40T 3

21 21 21

sin (180°—2w)

Wigc obwdd trojkata ABC jest réwny
L,p-=16+6+2-49=120.
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Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

A 6 D a
Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata ADC otrzymujemy

16°=14>+6>=2-14-6-cos? .

Stad
14> +6* -16° 1
cos0=—————— =——.
2-14-6 7
Zatem
1 1
cos@w=cos(180°—J)=—cosd =— - =7.

Trojkat BCD jest rownoramienny, wiec spodek £ wysokosci BE tego trojkata jest sSrodkiem

B Arkusze do pobrania: Arkuszmaturalny.pl
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boku CD. Zatem

|ED|
cosw=——,
a
1.7
7_a

Stad a =49, wiec obwod trojkata ABC jest rowny
Ly =16+6+2-49=120.

IV sposéb

Poprowadzmy wysokos¢ CF trojkata ABC 1 przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

16
14

o\ | [

A 6 D F a
Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ADC otrzymujemy

14°=16"+6>-2-16-6-cos .

Stad
16°+6°—14° 1

cosa = —.
2-16-6 2
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Zatem o =60°. Trojkat AFC jest wiec potows trdjkata rownobocznego o boku dhugosci 16.
Stad |4F|=8 i |CF| =83 .
W rezultacie |DF| = |AF| —|AD| =8-6=2 oraz |BF| = |BD| —|DF| =a-2.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BCF otrzymujemy
2 2 2
a =(8\/§) +(a—2) ,
a’=192+a’ -4a+4
4a =196,
a=49.
Obwaod trojkata ABC jest rowny
L,-=16+6+2-49=120.

V sposob
Poprowadzmy wysokos¢ CF trojkata ABC 1 przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
C
a
16
14/ |h
x|
A 6 D F a

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow AFC 1 DFC otrzymujemy
16 =h* +(x+6)2 oraz 14> =h* +x*,
256 =h* +x*+12x+36 oraz 196 = h* + x*,
220=196+12x oraz h* =196—x>,
24 =12x oraz h* =196 —x*,
x=2 oraz h=+196-2> =192 .
Zatem |BF|=|BD|-|DF|=a-2.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BCF otrzymujemy
2
@ =(192) +(a-2)’,
a’*=192+a’ —4a+4
4a =196,
a=49.
Obwaod trojkata ABC jest rowny
L,-=16+6+2-49=120.
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VI sposéb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

A 6 D a
Z twierdzenia Stewarta dla trojkata ABC otrzymujemy
16*-a+a’-6=(a+6)(14"+a-6),

6a’ +256a=(a+6)(6a+196),

3a’ +128a =3a’ +116a+588
12a =588,
a=49.
Obwaod trojkata ABC jest rowny
L,-=16+6+2-49=120.

VII sposéb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

A 6 D a

Obliczmy pole trojkata ADC ze wzoru Herona.

. . 16+14+6 .
Potowa obwodu tego trojkata jest rowna p = — =18, wigc

Py =\18-(18-16)-(18—14)-(18—6) =v/18-2-4-12 =243
Trojkat BCD jest rownoramienny, wiec wysoko$¢ & opuszczona na bok CD jest rOwna
h=Na* -7 =a* 49 .

Zatem

Pes :%-14&12 —49 =7a*-49 |

Poniewaz trojkaty ADC 1 BCD maja wspolna wysokos$¢ opuszczong z wierzchotka C, wigc

Py _6
Poep a
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czyli
243 6

Wai—49 a
da 3 =7Ja>-49 .

2

Stad
484> =49(a’ —49),
48a° =494’ —49%,
a’ =49,
Zatem
a=49.

Obwaod trojkata ABC jest rowny
L,p-=16+6+2-49=120.

VIII sposob
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C
a
16
7
A 6 D a
Obliczmy pole trojkata ADC ze wzoru Herona.
. . 16+14+6 .
Potowa obwodu tego trojkata jest rowna p = E— =18, wigc

Pipc :\/18'(18—16)-(18—14)-(18—6) =J182-4-12 =243 .
Pola trojkatéw ABC 1 BCD sa réwne odpowiednio
P =%-(a+6)-a-sinﬂ oraz P, =%-a-a-sinﬂ,
Poniewaz, P pc = Pgpc +Pypc, Wige

%-(a+6)-a-sinﬂ:%-a2-sinﬂ+24\/§,

a*sin f+6asin f=a’sin f+483,
asinﬂ:8x/§,
8v3
a=—
sin 8
8v3
BB
2

2sin - cos
2
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43
(1) a= ﬁ ﬂ
sm

Poniewaz trojkat BCD jest rownoramienny, w1e;c wysokoéé opuszczona na podstaweg CD
dzieli ten trdjkat na dwa przystajace trojkaty prostokatne. Zatem

(2) singzg.

Z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy

) o2 \/1 sin 5 - \/1__

Z (1), (2) 1 (3) otrzymujemy rownanie z nlew1adome} a

43

7 [ a9
— -
a a

S
\/: 43,

49(1—£j:48,

a

Stad

2
49-2 _ 43,

2

Zatem

Obwaod trojkata ABC jest rowny
L,p-=16+6+2-49=120.

IX sposob
Poprowadzmy wysokosci CF 1 BE trojkata BCD 1 przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Obliczmy pole trojkata ADC ze wzoru Herona.

. . 16+14+6 .
Potowa obwodu tego trojkata jest rowna p = — =18, wigc
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P =\/18~(18—16)~(18—14)~(18—6) =18-2:4-12 =243 .
Odcinek CF jest tez wysokoscig trojkata ADC, wiec pole tego trojkata jest rowne
Py =%-|AD|-h=4%-6-h=3h.
Otrzymujemy zatem
3h=243,
h=83 .

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CDF otrzymujemy
\DF|" =|cDf -|cF

DF[ =14 ~(8V3) =4.

2
H

Stad |DF|=2.
Trojkat BCD jest rownoramienny, wigec spodek E wysokosci BE tego trojkata jest srodkiem
podstawy CD. Zatem
1 1 —
|DE|=5-|CD|=%14=17.
Trojkaty CDF 1 BDE sa podobne, gdyz oba sa prostokatne i majg wspolny kat ostry przy
wierzchotku D. Zatem

|DB| _|cD|

\E| D"
a 7
42
a=49.

Obwaod trojkata ABC jest rowny
L,=16+6+2-49=120.

X sposoéb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

A 6 p a B

Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata BCD otrzymujemy
14 =a’+a*-2-a-a-cos 3.
Stad
2a° 147
cos = g
Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC otrzymujemy
16> =(a+6)" +a*=2-(a+6)-a-cos 3.
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Stad 1 z poprzednio otrzymanego rownania otrzymujemy rownanie z jedng niewiadoma a
2a° -14°

2d

16° =(a+6)2+a2—2-(a+6)-a-

256a=a(a+6) +a’—(a+6)(2a’-196),

256a=a’+12a’ +36a+a’ —2a’ —12a*> +196a+6-196,
24a=6-196,
a=49.
Obwaod trojkata ABC jest rowny
L,=16+6+2-49=120.

XI sposéb
Poprowadzmy wysoko$¢ CF trojkata BCD 1 przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C
a
16 14
h
/]
A 6 p F a B

Obliczmy pole trojkata ADC ze wzoru Herona.

. . 16+14+6 .
Potowa obwodu tego trojkata jest rowna p = EE— =18, wigc

Pipc :\/18‘(18—16)-(18—14)-(18—6) =J18-2-4-12 =243 .
Odcinek CF jest tez wysokoscia trojkata ADC, wiec pole tego trojkata jest rowne
Ppe :%'|AD|'h :%'6'}1 =3h.

Otrzymujemy zatem

3h =243,

h=83.
Pole trojkata BCD jest wigc rowne
Py =%|BD|-h=1-8\3-a=43-a.

Zapiszmy pole trojkata ABC, stosujac wzor Herona. Potowa obwodu trojkata ABC jest rowna

a+6+a+16

p=—""T—=a+ll,
2

wiec

Pye=y(a+11)(a+11-16)(a+11-a=6)(a+11-a) = /(a+11)(a=5)-5-11.
Poniewaz P. =P, + P, , wigc otrzymujemy

Jla+11)(a=5)-511=24J3+443 a.

Obie strony tego rownania sa dodatnie, wigc podnoszac je do kwadratu otrzymujemy
réwnanie rownowazne
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(a+11)(a=5)-5-11=1728+576a + 484>,
55a° +330a—3025 = 484> + 576a +1728.
7Ta* —246a—-4753=0.
A=(-246)" —4-7-(-4753) =193600, /A =440,
| 246-440 246+440 _
14

<0 lub a= 49.

Obwod trojkata ABC jest rowny
L,-=16+6+2-49=120.
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Zadanie 9. (0-6)

III. Modelowanie 3. Réwnania i nierownosci. Zdajacy stosuje wzory Viete’a

matematyczne. (R3.a).

Schemat punktowania

Rozwigzanie sktada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy etap polega na wyznaczeniu wszystkich warto$ci parametru m, dla ktérych funkcja
kwadratowa f ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste, a wigc na rozwigzaniu nierOwnosci

2m+1#0 oraz A>0: m;t—% 1 me(—%,4).

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 2 punkty.
Zdajacy otrzymuje 1 punkt za I etap rozwigzania, jesli rozwigze warunek A >0: me (—% , 4) .

Uwaga
Jezeli zdajacy rozwigze nieréwnos¢ A=0 i nie odrzuci przypadku A=0 lub pominie
zatozenie 2m+1# 0, to za ten etap otrzymuje 0 punktow.

Drugi etap polega na wyznaczeniu tych warto$ci parametru m, dla ktérych pierwiastki x;, x,
spetniaja warunek (x, —x, )2 >1-5x,x,. Za ten etap rozwigzania zdajacy otrzymuje 3 punkty.

Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania.
Zdajacy otrzymuje 3 punkty, gdy wyznaczy wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych

prawdziwa jest nierownos¢ (x, +x,) —4xx, 21-5xx,: me (-5 ,—%) U (—%,0>.
Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy zapisze nier6wnos$¢ wymierng z jedng niewiadoma m,

2
— 2 —
np.:( (m+ )J +1 3—120

2m+1 2m+1

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy
e zapisze nier6wno$¢ w postaci nierdwnos$ci z niewiadomymi Xx,-x, 1 X +X,,
np.: (x, +x, )2 —4x,x, 21-5xx,
albo
e zapisze nierownos¢ z niewiadomg m, ale nie bedzie to nieréwno$¢ wymierna, np.:
2
~(m+2)==Tm’ +24m+16  —(m+2)+N=Tm’ +24m+16 | _
2(2m+1) 2(2m+1) B

—(m+2)=N=Tm> +24m+16 —(m+2)+~N-Tm* +24m+16
2(2m+1) 2(2m+1)

Trzeci etap polega na wyznaczeniu czgsci wspdlnej zbiordw rozwigzah nierownosci z etapow

>1-5

I 1 II oraz podaniu odpowiedzi: me (—%,—%) u(—%,O) .
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
Uwagi

1. W przypadku otrzymania na jednym z etapéw — I lub II — zbioru pustego lub zbioru R jako
zbioru rozwigzan nieréwnosci przyznajemy 0 punktow za III etap.
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2. W przypadku otrzymania w II etapie zbioru rozwigzan, bedacego podzbiorem Ilub
nadzbiorem zbioru rozwigzan z I etapu przyznajemy 0 punktow za III etap.

3. W przypadku rozwigzania z btedami, nieprzekreslajacymi poprawnos$ci rozumowania, za
ostatni etap przyznajemy 1 punkt jedynie wowczas, gdy zdajacy poprawnie wykona etap |
1 popehnia btedy w rozwigzaniu nieréwnosci z etapu II lub gdy popetnia btedy w etapie I
1 dobrze rozwiaze etap Il (uwaga 3. ma zastosowanie, gdy nie zachodzg przypadki 1.1 2.).

Przykladowe rozwigzanie

Na to, aby funkcja kwadratowa f miata dwa r6zne pierwiastki rzeczywiste potrzeba i wystarcza,

zeby spetnione byly nastepujace warunki: 2m+1#0 oraz A>0. Zatem m # —% oraz

(m+2)" =4(2m+1)(m=3)>0,
m’ +4m+4—4(2m* =5m-3)>0,
—~Tm* +24m+16>0,
~Tm* +28m—4m+16>0,
~Tm(m—-4)-4(m—-4)>0,
—(m—4)(Tm+4)>0
me (—%,4).

Warunek (x, —x,)” >1-5x,x, mozemy zapisa¢ w postaci rtownowaznej
x”=2xx, +x,° 21-5xx,,
(x,+x,) —4xx, 21-5xx,,
(x,+x,) +xx,-120.

Ze wzorow Viete’a otrzymujemy

(_(m+2)T+ m23 5o,

2m+1 2m+1
(m+2)" +(m=3)(2m+1)—(2m+1)
(2m+1)°
m* +4m+4+2m* —5m—-3—4m’ —4m—1 >0
(2m+1)’ o

2
>0

- 2

—m* —5m
— 20
(2m + 1)
—m(m+5)(2m+1)° 20,
1 1
me <—5,—§)U(—§,0> .
W rezultacie wszystkie warunki zadania sg spetnione dla

m;t—% 1 me (—%,4) 1 me(—S,—%)u(—l O>,

czyli dla me (-%,-1)u(-1.0).
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Zadanie 10. (0-3)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
III. Modelowanie 1 kombinatoryka. Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbe
matematyczne. permutacji, kombinacji i wariacji do zliczania obiektow

w sytuacjach kombinatorycznych. (R10.a).

Schemat punktowania

ROZWIgzZanie Pelne ........oiiiviveeiiinivniiiinisniicninsnnnicsssnnicssssnssscsssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 3p.

Zdajacy obliczy szukane prawdopodobienstwo: P(4)= 2% )

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania .........c.eeeevveriiiveninssninssnncssnncssnncssssncssssessassens 2p.
Zdajacy
e obliczy |Q| =9-9.9=729 1 zapisze, ze zdarzeniami elementarnymi sprzyjajacymi
zdarzeniu A4 sa ciggi postaci: (a,b,a), (a,a,b), (b,a,a), gdzie a,be {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
ia#b
albo
* obliczy [@]=9-9-9=729 i |4]=9-8-3=216 Iub |4]=(3 ]-6=216
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSLEP ...c.ccccveeverireinseissninsenssnrcsnesssnsssnsssssessnssssenns 1p.

Zdajacy
e obliczy [2[=9-9-9=729

albo
e zapisze, ze zdarzeniami elementarnymi sprzyjajacymi zdarzeniu 4 sg ciagi postaci:

(a,b,a), (a,a,b), (b,a,a), gdzie a,be{1,2,3,4,5,6,7,8,9} ia#zb,
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia bedy.

Przykladowe rozwigzanie

Jest to model klasyczny Zbior wszystkich zdarzen elementarnych €2 jest zbiorem wszystkich
ciagow (a,b,c), gdzie a,b,c€{1,2,3,4,5,6,7,8,9} . Zatem |Q[=9-9-9="729.

Niech 4 oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze doktadnie dwie sposrod trzech wylosowanych
liczb beda rowne.

Zdarzeniu A4 sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne postaci (a,b,a), (a,a,b), (b,a,a),
gdzie a,be{1,2,3,4,5,6,7,8,9} i a#b. Ciagobw kazdej z tych postaci jest 9-8-1. Zatem

liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4 jest rOwna

|4]=9-8-3.
Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest rowne
A .8.
P(A):u:9 83_8
Q 999 27
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Zadanie 11. (0-6)

9. Stereometria. Zdajacy wyznacza zwigzki miarowe
w wielos$cianach i brylach obrotowych z zastosowaniem
trygonometrii (9.b).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Schemat punktowania

ROZWIQZanie PelNe .......eeiicvvueiiiiiinniiciinnnicniisnniicsissnnicssssssnesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 6 p.

Zdajacy obliczy pole powierzchni catkowitej ostrostupa: P, =1416.

Rozwigzanie prawie Pelne .........iioiviiniviinisiinssncnssninsssncssssicssssicssssncsssssssssssssssssssssssssens Sp.

Zdajacy
e obliczy wysokosci $Scian bocznych ostrostupa, zapisze wzor na pole powierzchni
catkowitej ostrostupa: 4, =15 i h, =20 ina tym zakonczy lub dalej popetnia btedy

albo
e obliczy pole powierzchni catkowitej ostrostupa, popetniajac w trakcie rozwigzania
btedy rachunkowe.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........cuceeevueicvvnrcnsvnnennnns 4 p.

Zdajacy obliczy wysokos$¢ ostrostupa: £ =12 ina tym zakonczy lub dalej popelnia btedy.

Uwaga
Jesli zdajacy zapisze rownanie z niewiadomg 4 (lub tger lub tgf) i na tym poprzestanie, to

otrzymuje 3 punkty.

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSLEP ...c.cccveeverireinsiissuinsenssnrcsecsssnsssnsssssessnsssnenns 2 p.
Zdajacy wyznaczy tangensy obu katow « i f w zaleznosci od wysokosci ostrostupa oraz
. . . 1
zapisze zalezno$¢ migdzy tangensami tych katow: tgo = g, tgf = %, tgf = o
g

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwigzania zadania 1p.
Zdajacy
e wyznaczy tangens jednego z katow « lub S w zaleznos$ci od wysokos$ci ostrostupa:
h h
tear=—, tgff=—
ga=y, tef=—
albo

: . . . 1
e zapisze zalezno$¢ miedzy tangensami katow e i f, np.: tgf = o
go

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia bedy.
Uwaga

Jezeli zdajacy prowadzi poprawne rozumowanie, w ktorym przyjmuje, ze katy o 1 S sa dane,
ale nie sprawdza, czy spetniajg warunek: o+ f = 90°, to moze otrzymac co najwyzej 4 punkty
za cale rozwigzanie.
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Przykladowe rozwigzanie

Poniewaz przeciwlegle Sciany boczne ABS 1 CDS sa nachylone do ptaszczyzny podstawy
ostrostupa pod tym samym katem, wiec trojkat EFS, w ktérym wierzchotki E i F to rzuty
prostokatne punktu S na proste odpowiednio 4B 1 CD, jest rownoramienny. Stad wynika, ze
spodek O wysokos$ci SO ostrostupa lezy na osi symetrii prostokata ABCD przechodzacej przez
srodki bokéw BC 1 AD. Tak samo wnioskujemy, ze O lezy na osi symetrii prostokata ABCD
przechodzacej przez srodki bokéw 4B 1 CD. Zatem O to §rodek symetrii podstawy ostrostupa,
apunkty £, M, F'1 N sa srodkami krawedzi tej podstawy. Pozostate oznaczenia przyjmijmy jak
na rysunku.

S
4
1
’
!
;
!
!
;
/ 1
/ h A
1 .
A
!
D_J__l_ @\ __ >
- B i A ¢
N’/ d —
e o) O M
Pd
A E B

Dhugosci odcinkéw MO i EO sa réwne |MO| = 1| 4B|=16 i |[EO|=L[BC|=9.
Z definicji tangensa kata ostrego w trojkacie EOS 1 w trojkacie MOS otrzymujemy

ta’-—itﬁ—L
T Vo
h . h
tgo=—11tgf=—.
ga=itef=—
Poniewaz a + £ =90°, wige tgff=tg(90°—) th' Stad
g
tgar-tgf =1,
W
9 16
h*=9-16,
h=3-4=12.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow EOS i MOS otrzymujemy
2 =|EO|" +1* i h?=|NO[ +1,
h?=9"+12> =81+144=225 i h,’ =16> +12> =256 +144 = 400,
h,=151h, =20.
Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest rowne
P.= Py + 2P,y +2P, =18-32+2.1.32.154+2.1.18-20 = 1416.
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